
فصل ششم

های وزنیروش باقیمانده
ارانمبانی تحلیل اجزاء محدود، تألیف دیوید هاتن، ترجمه شهاب الدین حاتمی و همک:            مرجع اصلی



روش باقی مانده های وزنی -فصل ششم

نی
مبا

ود 
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
ت

2

مطالبفهرست
مقدمه❖
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مقدمه

در فصول گذشته ارائه ی مفاهیم پایهه ای روش اجهزاء محهدود در قالهم المان ههای ➢

خطی انجام شد

جابهه جایی المان ههای خطهی بهه الهف اسهتفاده از -سهل الحصول بودن روابط نیرو➢

مفاهیم مقاومف مصالح مقدماتی اسف

اجزاء محدود استفاده از تکنیک های ریاضی پیشرفته تر به منظور بسط روش تحلیل➢

برای وضعیف های کلی تر به خصوص کاربردهای غیر سازه ای الزامی اسف

یهدانی تشریح روش باقی مانده های وزنی به انوان ابزاری برای فرمول بندی مسهائل م➢

اسف
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:کلیفرمبهدیفرانسیلمعادلهیک

:همگنمرزیباشرایط

:زدتقریبآزمایشیتوابعازترکیبیباتوانمیرادیفرانسیلمعادلهاینتقریبیجواب

4

𝑫 𝒚(𝒙), 𝒙 = 𝟎 𝒂 < 𝒙 < 𝒃

𝒚(𝒂) = 𝒚(𝒃) = 𝟎

𝒚∗(𝒙) =

𝒊=𝟏

𝒏

)𝒄𝒊𝑵𝒊(𝒙

پاسخ تقریبی

y

y*

x

y
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𝑦∗(𝑥) =

𝑖=1

𝑛

)𝑐𝑖𝑁𝑖(𝑥 :باقیماندههایروشدرتقریبیجواب

تقریبیجواب:
مجهولثابتهایپارامتر:
آزمایشیتوابع:

𝒚 ∗

𝒄𝒊
)𝑵𝒊(𝒙

ه توابع آزمایشی باید در سراسر دامن
ا پیوسته بوده و شرایط مرزی همگن ر

.طور دقیق ارضا کنندبه

N1

N2

y*=4N1- 0.5N2

N1= Sin px/2

N2= Sin 4px

y

y*

x

y
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𝑹(𝒙) = 𝑫 𝒚∗(𝒙), 𝒙 ≠ 𝟎

(ciمجهولهایپارامتروxازتابعی)باقیمانده: )𝑅(𝑥

کردنحداقلایدهباروشهاایندر
هایپارامترتعدادبهباقیمانده،

برجبریمعادله،ci(n)مجهول
.شودمیتولیدهاciحسب

N1

N2

y*

x

y
R

y

𝒚∗(𝒙) =

𝒊=𝟏

𝒏

)𝒄𝒊𝑵𝒊(𝒙

در روش های باقیمانده وزنی 
(Weighted Residuals Methods) ،

به نحوی ارزیابیciهای مجهول پارامتر
، کمترین مقدار (R)شوند که باقیمانده 

.باشد

روش باقیمانده وزنی
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𝑹(𝒙) = 𝑫 𝒚∗(𝒙), 𝒙 ≠ 𝟎

න

𝒂

𝒃

𝒘𝒊(𝒙)𝑹(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟎

𝒊 = 𝟏, 𝒏

:nدلخواهوزنیتابع )𝒘𝒊(𝒙

𝒚∗(𝒙) =

𝒊=𝟏

𝒏

)𝒄𝒊𝑵𝒊(𝒙

W1

W2

y*

x

y
R

y ید در روش های باقیمانده وزنی، برای تول
ها، انتگرال  ciمعادله جبری بر حسب 

وزنی حاصلضرب تابع باقیمانده در توابع
در دامنه مسئله مساوی صفر قرار داده 

.می شود
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න

𝒂

𝒃

𝒘𝒊(𝒙)𝑹(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟎 𝒊 = 𝟏, 𝒏

روش های باقیمانده وزنی

collocationتجمع نقطه ای•

subdomainتجمع زیر مجموعه ای•

least squaresحداقل مربعات•

Galerkin’sروش گالرکین• method

:وزنیباقیماندهاصلیروشچند
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.استآزمایشیتوابعهمانوزنیتوابعگالرکین،وزنییباقیماندهروشدر

𝒘𝒊(𝒙) = 𝑵𝒊(𝒙) 𝒊 = 𝟏, 𝒏

روش گالرکین

N1

N2

y*

x

y
R

y

زیرروابططریقازciمجهولهایپارامتر
:گردندمیتعیین

න

𝒂

𝒃

𝑵𝒊(𝒙)𝑹(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟎

𝒊 = 𝟏, 𝒏
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چند روش باقیمانده وزنی

ده برای تحلیل مسأله به روش باقیمان
بر وزنی، ابتدا معادله دیفرانسیل حاکم
ع مسأله تعیین شده و براساس آن تاب

.باقیمانده بدست می آید

ان محاسبه تابع تغییرمک: مثال
میله تحت بار گسترده خطی

𝑨𝝈𝒙 = 𝑷(𝒙) → 𝑨𝑬𝜺𝒙 = 𝑷(𝒙)

x

𝑷 𝒙 = 𝟓𝒙𝟐

Re: The First Course in the Finite Element, Logan

→ 𝑨𝑬
𝒅𝒖(𝒙)

𝒅𝒙
− 𝑷(𝒙) = 𝟎

u (x= L)= 0 :شرایط مرزی

:لمعادله دیفرانسی
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:حل دقیق معادله دیفرانسیل

𝑷 𝒙 = 𝟓𝒙𝟐

Re: The First Course in the Finite Element, Logan

u (x= L)= 0 :

𝑨𝑬:لمعادله دیفرانسی
𝒅𝒖(𝒙)

𝒅𝒙
− 𝑷(𝒙) = 𝟎
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:تابع تغییرمکان سازگار با شرایط مرزی

Re: The First Course in the Finite Element, Logan

x

𝑨𝑬:تابع باقیمانده
𝒅𝒖(𝒙)

𝒅𝒙
− 𝑷(𝒙) = 𝟎
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Collocation Method: روش تجمع نقطه ای

Re: The First Course in the Finite Element, Logan

:دهتابع باقیمان

𝒘𝒊(𝒙) = 𝜹(𝒙 − 𝒙𝒊) 𝒊 = 𝟏, 𝒏

න

𝒂

𝒃

𝒘𝒊(𝒙)𝑹(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟎 𝒊 = 𝟏, 𝒏 𝑹(𝒙𝒊) = 𝟎 𝒊 = 𝟏, 𝒏

اتابع دیراک دلت

Here, the method yields the identical solution as the exact solution
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Re: The First Course in the Finite Element, Logan

:دهتابع باقیمان

𝒘𝒊(𝒙) =

න

𝒂

𝒃

𝒘𝒊(𝒙)𝑹(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟎 𝒊 = 𝟏, 𝒏

Here, the method yields 
the identical solution as 
the exact solution

subdomain Method:  روش تجمع زیر مجموعه ای

𝟏 : 𝒙𝒊 ≤ 𝒙 < 𝒙𝒊+𝟏
0 دامنهبقیه

𝒊 = 𝟏, 𝒏

න

𝒙𝒊

𝒙𝒊+𝟏

𝑹(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟎 𝒊 = 𝟏, 𝒏
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Re: The First Course in the Finite Element, Logan

:تابع باقیمانده

න

𝒂

𝒃

𝒘𝒊(𝒙)𝑹(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟎 𝒊 = 𝟏, 𝒏

Here, the method yields the 
identical solution as the 
exact solution

Least Square Method:  روش حداقل مربعات



𝟎

𝑳

𝑹
𝝏𝑹

𝝏𝒄𝒊
(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟎 or

𝝏

𝝏𝒄𝒊
න

𝟎

𝑳

𝑹𝟐(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟎, 𝒊 = 𝟏, 𝒏

𝒘𝒊(𝒙) =
𝝏𝑹

𝝏𝒄𝒊
𝒊 = 𝟏, 𝒏
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Re: The First Course in the Finite Element, Logan

:تابع باقیمانده

න

𝒂

𝒃

𝒘𝒊(𝒙)𝑹(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟎 𝒊 = 𝟏, 𝒏

Here, the method yields the 
identical solution as the 
exact solution

Galerkin’s:  روش گالرکین Method

𝒘𝒊 𝒙 = 𝑵𝒊 𝒙 𝒊 = 𝟏, 𝒏

න

𝒂

𝒃

𝑵𝒊(𝒙)𝑹(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟎 𝒊 = 𝟏, 𝒏
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1مثال 

همعادلتقریبیجوابگالرکینوزنیهایباقیماندهروشازاستفادهبا
.آوریددستبهمرزیشرایطبارازیردیفرانسیل 𝒚(𝟎) = 𝒚(𝟏) = 𝟎

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
− 𝟏𝟎𝒙𝟐 = 𝟓 𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟏
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1مثال 

:حل

:ودرهمگنمرزیشرایطبرای

:ایجملهچندآزمایشیتوابعکلیفرم

𝒙 = 𝒙𝒂

𝑵(𝒙) = 𝒙 − 𝒙𝒂
𝒑 𝒙 − 𝒙𝒃

𝒒

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
− 𝟏𝟎𝒙𝟐 − 𝟓 = 𝟎

𝒙 = 𝒙𝒃
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1مثال 

رین تاستفاده از فقط یک تابع آزمایشی به ساده
:فرمی که شرایط مرزی بیان شده را فراهم کند

:معادلهتقریبیجواب

)𝑵𝟏(𝒙) = 𝒙(𝒙 − 𝟏

)𝒚∗(𝒙) = 𝒄𝟏𝒙(𝒙 − 𝟏

𝑵(𝒙) = 𝒙 − 𝒙𝒂
𝒑 𝒙 − 𝒙𝒃

𝒒

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
− 𝟏𝟎𝒙𝟐 − 𝟓 = 𝟎

𝒅𝒚∗

𝒅𝒙
= 𝒄𝟏(𝟐𝒙 − 𝟏)

𝒅𝟐𝒚∗

𝒅𝒙𝟐
= 𝟐𝒄𝟏

فاسایگونهبهدیفرانسیلمعادلهدقیقجواب
امااسفxازدومدرجهتابعیآندوممشتقکه
ابفثمقداریتقریبیجوابدوممشتقاینجادر

.دارد

𝑹(𝒙; 𝒄) = 𝟐𝒄𝟏 − 𝟏𝟎𝒙𝟐 − 𝟓
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1مثال 

:فوقرابطهدر𝑅(𝑥)جایگذاری

:تقریبیجواب

න

𝒂

𝒃

𝑵𝟏(𝒙)𝑹(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟎

න

𝟎

𝟏

𝒙(𝒙 − 𝟏)(𝟐𝒄𝟏 − 𝟏𝟎𝒙𝟐 − 𝟓)𝒅𝒙 = 𝟎

𝑹(𝒙; 𝒄) = 𝟐𝒄𝟏 − 𝟏𝟎𝒙𝟐 − 𝟓

𝒄𝟏 = 𝟒

)𝒚∗(𝒙) = 𝟒𝒙(𝒙 − 𝟏
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1مثال 

:دقیقجوابحل

:مرزیشرایطاامالبا

:دقیقجواب

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
𝒅𝒙 = න൫𝟏𝟎𝒙𝟐 + 𝟓)𝒅𝒙 =

𝟏𝟎𝒙𝟑

𝟑
+ 𝟓𝒙 + 𝑪𝟏

𝒚(𝒙) = 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
𝒅𝒙 = ቆ

𝟏𝟎𝒙𝟑

𝟑
+ 𝟓𝒙 + 𝑪𝟏)𝒅𝒙 =

𝟓𝒙𝟒

𝟔
+
𝟓𝒙𝟐

𝟐
+ 𝑪𝟏𝒙 + 𝑪𝟐

𝒚(𝟎) = 𝟎 𝑪𝟐 = 𝟎

𝒚(𝟏) = 𝟎
𝟓

𝟔
+
𝟓

𝟐
+ 𝑪𝟏 = 𝟎 𝑪𝟏 = −

𝟏𝟎

𝟑

𝒚 𝒙 =
𝟓

𝟔
𝒙𝟒 +

𝟓

𝟐
𝒙𝟐 −

𝟏𝟎

𝟑
𝒙

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
− 𝟏𝟎𝒙𝟐 − 𝟓 = 𝟎
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1مثال 
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با استفاده از توابع 1مثال یک جواب گالرکین دو عبارتی برای مسئله
.دست آوریدآزمایشی زیر به

൯𝑵𝟏(𝒙) = 𝒙(𝒙 − 𝟏) 𝑵𝟐(𝒙) = 𝒙𝟐(𝒙 − 𝟏

2مثال 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
− 𝟏𝟎𝒙𝟐 − 𝟓 = 𝟎

൯𝒚∗ = 𝒄𝟏𝒙(𝒙 − 𝟏) + 𝒄𝟐𝒙
𝟐(𝒙 − 𝟏

𝒅𝟐𝒚∗

𝒅𝒙𝟐
= 𝟐𝒄𝟏 + 𝟐𝒄𝟐(𝟑𝒙 − 𝟏)

𝑹 𝒙; 𝒄𝟏, 𝒄𝟐 = 𝟐𝒄𝟏 + 𝟐𝒄𝟐(𝟑𝒙 − 𝟏) − 𝟏𝟎𝒙𝟐 − 𝟓
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2مثال 

න

𝟎

𝟏

𝒙 𝒙 − 𝟏 𝟐𝒄𝟏 + 𝟐𝒄𝟐(𝟑𝒙 − 𝟏) − 𝟏𝟎𝒙𝟐 − 𝟓 𝒅𝒙 = 𝟎

න

𝟎

𝟏

𝒙𝟐 𝒙 − 𝟏 𝟐𝒄𝟏 + 𝟐𝒄𝟐(𝟑𝒙 − 𝟏) − 𝟏𝟎𝒙𝟐 − 𝟓 𝒅𝒙 = 𝟎

−
𝒄𝟏
𝟑
−
𝒄𝟐
𝟔
+
𝟒

𝟑
= 𝟎

−
𝒄𝟏
𝟔
−
𝟐𝒄𝟐
𝟏𝟓

+
𝟑

𝟒
= 𝟎

𝒄𝟏 =
𝟏𝟗

𝟔
, 𝒄𝟐 =

𝟓

𝟑

𝒚∗ =
𝟏𝟗

𝟔
𝒙(𝒙 − 𝟏) +

𝟓

𝟑
𝒙𝟐(𝒙 − 𝟏) =

𝟓

𝟑
𝒙𝟑 +

𝟑

𝟐
𝒙𝟐 −

𝟏𝟗

𝟔
𝒙

𝑹 𝒙; 𝒄𝟏, 𝒄𝟐 = 𝟐𝒄𝟏 + 𝟐𝒄𝟐(𝟑𝒙 − 𝟏) − 𝟏𝟎𝒙𝟐 − 𝟓
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2مثال 
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مسائلپاسخفرمکلیحالفدر
:شودمیاختیارچنینناهمگن

مرزیشرایطکروشهداخلابارت
تامینبرایfکندومیارضاراهمگن
اضافهآنبهناهمگنمرزیشرایط

.شودمی
26

3مثال 

برایارتیعبیکتقریبیکگالرکینوزنیهایباقیماندهروشازاستفادهبا
:آوریددستبهناهمگنمرزیشرایطبازیردیفرانسیلمعادلهجواب

𝒚(𝟎) = 𝟎

𝒚(𝟏) = 𝟏

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝒚 = 𝟒𝒙 𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟏

𝒚∗(𝒙) = 
𝒊=𝟏

𝒏
)𝒄𝒊𝑵𝒊(𝒙 + 𝒇(𝒙)

y

x

N1

N2

f
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3مثال 

:حل
)𝒚∗ = 𝒄𝟏𝑵𝟏(𝒙) + 𝒇(𝒙

)𝑵𝟏(𝒙 : کند ارضاشرایط مرزی همگن را

)𝒇(𝒙 :شود که شرط غیر همگن را فراهم نمایدبه نحوی انتخاب می

∗𝒚: یک نمونه جواب = 𝒄𝟏𝒙(𝒙 − 𝟏) + 𝒙

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝒚 − 𝟒𝒙 =0

𝑹 𝒙; 𝒄𝟏 =
𝒅𝟐𝒚∗

𝒅𝒙𝟐
+ 𝒚∗ − 𝟒𝒙 = 𝟐𝒄𝟏 + 𝒄𝟏𝒙

𝟐 − 𝒄𝟏𝒙 + 𝒙 − 𝟒𝒙

= 𝒄𝟏𝒙
𝟐 − 𝒄𝟏𝒙 + 𝟐𝒄𝟏 − 𝟑𝒙
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3مثال 

:وزنیباقیماندهانتگرال

න

𝟎

𝟏

)𝑵𝟏(𝒙 𝑹(𝒙, 𝒄𝟏)𝒅𝒙 = න

𝟎

𝟏

𝒙(𝒙 − 𝟏)(𝒄𝟏𝒙
𝟐 − 𝒄𝟏𝒙 + 𝟐𝒄𝟏 − 𝟑𝒙)𝒅𝒙 = 𝟎

𝒄𝟏 =
𝟓

𝟔

:تقریبیجواب

:باشدصورت زیر میجواب دقیق این معادله دیفرانسیل به

𝒚∗(𝒙) =
𝟓

𝟔
𝒙(𝒙 − 𝟏) + 𝒙 =

𝟓

𝟔
𝒙𝟐 +

𝟏

𝟔
𝒙

𝒚(𝒙) = 𝟒𝒙 − 𝟑. 𝟓𝟔𝟓𝐬𝐢𝐧𝒙
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3مثال 
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.کنیدحلکلیایجملهچندفرمیکفرضبارا1مثال4مثال 

𝒚∗(𝒙) = 𝒄𝟎 + 𝒄𝟏𝒙 + 𝒄𝟐𝒙
𝟐 +⋯

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
− 𝟏𝟎𝒙𝟐 = 𝟓 𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟏

:حل

:اولسعی

مرزیشرایطاامال

𝒚∗(𝒙) = 𝒄𝟎 + 𝒄𝟏𝒙 + 𝒄𝟐𝒙
𝟐

𝒚∗(𝟎) = 𝟎 = 𝒄𝟎
𝒚∗(𝟏) = 𝟎 = 𝒄𝟏 + 𝒄𝟐

൯𝒚∗(𝒙) = 𝒄𝟏𝒙 + 𝒄𝟐𝒙
𝟐 = 𝒄𝟏𝒙 − 𝒄𝟏𝒙

𝟐 = 𝒄𝟏𝒙(𝟏 − 𝒙

𝒚(𝟎) = 𝒚(𝟏) = 𝟎
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4مثال 
:دومسعی

:مرزیشرایطاامالبا

𝒚∗(𝒙) = 𝒄𝟎 + 𝒄𝟏𝒙 + 𝒄𝟐𝒙
𝟐 + 𝒄𝟑𝒙

𝟑

𝒚∗(𝟎) = 𝟎 = 𝒄𝟎
𝒚∗(𝟏) = 𝟎 = 𝒄𝟏 + 𝒄𝟐 + 𝒄𝟑

𝒚∗ 𝒙 = 𝒄𝟏𝒙 + 𝒄𝟐𝒙
𝟐 + 𝒄𝟑𝒙

𝟑 = 𝒄𝟏𝒙 + 𝒄𝟐𝒙
𝟐 − 𝒄𝟏 + 𝒄𝟐 𝒙𝟑

= 𝒄𝟏𝒙(𝟏 − 𝒙𝟐) + 𝒄𝟐𝒙
𝟐(𝟏 − 𝒙)

:سومسعی

:مرزیشرایطاامالبا

𝒚∗(𝒙) = 𝒄𝟎 + 𝒄𝟏𝒙 + 𝒄𝟐𝒙
𝟐 + 𝒄𝟑𝒙

𝟑 + 𝒄𝟒𝒙
𝟒

𝒄𝟎 = 𝟎
𝒄𝟏 + 𝒄𝟐 + 𝒄𝟑 + 𝒄𝟒 = 𝟎

𝒚∗(𝒙) = 𝒄𝟏𝒙 + 𝒄𝟐𝒙
𝟐 + 𝒄𝟑𝒙

𝟑 − (𝒄𝟏 + 𝒄𝟐 + 𝒄𝟑)𝒙
𝟒

൯= 𝒄𝟏𝒙(𝟏 − 𝒙𝟑) + 𝒄𝟐𝒙
𝟐(𝟏 − 𝒙𝟐) + 𝒄𝟑𝒙

𝟑(𝟏 − 𝒙
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4مثال 

دسف صورت زیر بهدر معادله دیفرانسیل، باقیمانده به( سعی سوم)*yبا جایگذاری 
:آیدمی

:وزنیباقیماندهازگیریانتگرالبا

:نتیجهدر

.اسفدقیقجواببرمنطبقکه

𝑹 𝒙; 𝒄𝟏, 𝒄𝟐, 𝒄𝟑 = −𝟏𝟐𝒄𝟏𝒙
𝟐 + 𝒄𝟐(𝟐 − 𝟏𝟐𝒙𝟐) + 𝒄𝟑(𝟔𝒙 − 𝟏𝟐𝒙𝟐) − 𝟏𝟎𝒙𝟐 − 𝟓

𝒄𝟏 = −
𝟏𝟎

𝟑
, 𝒄𝟑 = 𝟎

𝒄𝟐 =
𝟓

𝟐
, 𝒄𝟒 =

𝟓

𝟔

𝒚∗(𝒙) =
𝟓

𝟔
𝒙𝟒 +

𝟓

𝟐
𝒙𝟐 −

𝟏𝟎

𝟑
𝒙
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𝒚∗(𝒙) = 

𝒊=𝟏

𝑴+𝟏

)𝒚𝒊𝒏𝒊(𝒙

https://www.iue.tuwien.ac.at/

روش اجزاء 
محدود گالرکین

y

yi ni

yi

niتوابع آزمایشی خطی 
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𝑛𝑖(𝑥) =
𝑥 − 𝑥𝑖−1
𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1

𝑥𝑖−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖

𝑛𝑖(𝑥) =
𝑥𝑖+1 − 𝑥

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖
𝑥𝑖 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖+1

𝑛𝑖(𝑥) = 0 𝑥 < 𝑥𝑖−1 𝑥 > 𝑥𝑖+1

𝑦∗ 𝑥 = 𝑦2𝑛2 𝑥 + 𝑦3𝑛3 𝑥 = 𝑦2
𝑥3 − 𝑥

𝑥3 − 𝑥2
+ 𝑦3

𝑥 − 𝑥2
𝑥3 − 𝑥2

ترکیم خطی yدر هربازه، مقدار تقریبی 
در دو گره مجاور اسف، به انوان yiمقادیر 

:داریمx3تا x2مثال در بازه 
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𝑅 𝑥; 𝑦𝑖 =
𝑑2𝑦∗

𝑑𝑥2
+ )𝑓(𝑥 =

𝑖=1

𝑀+1

𝑑2

𝑑𝑥2
)𝑦𝑖𝑛𝑖(𝑥 + )𝑓(𝑥

න

𝒙𝒂

𝒙𝒃

𝒏𝒋(𝒙)𝑹(𝒙; 𝒚𝒊)𝒅𝒙 = 𝟎 ; 𝒋 = 𝟏, 𝑴 + 𝟏

→ න

𝒙𝒂

𝒙𝒃

൯𝒏𝒋(𝒙 

𝒊=𝟏

𝑴+𝟏

𝒅𝟐

𝒅𝒙𝟐
)𝒚𝒊𝒏𝒊(𝒙 + )𝒇(𝒙 𝒅𝒙 = 𝟎 ; 𝒋 = 𝟏, 𝑴 + 𝟏

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝒇(𝒙) = 𝟎 𝒙𝒂 ≤ 𝒙 ≤ 𝒙𝒃

𝒚(𝒙𝒂) = 𝒚𝒂 𝒚(𝒙𝒃) = 𝒚𝒃

یل ، برای معادله دیفرانسبه انوان مثال
:و شرایط مرزی مقابل
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M+1سیممعادله جبری بدسف آمده را بصورت ماتریسی می نوی:



𝒙𝒋

𝒙𝒋+𝟏

𝒏𝒋 𝒙 [
𝒅𝟐

𝒅𝒙𝟐
൯𝒚𝒋𝒏𝒋(𝒙) + 𝒚𝒋+𝟏𝒏𝒋+𝟏(𝒙 + 𝒇 𝒙 ]𝒅𝒙 = 𝟎 𝒋 = 𝟏,𝑴 + 𝟏

𝐾 𝑦 = 𝐹
[K]:سیستمسختیماتریس
{y}:گرهیهایجابجاییبردار
{F}:باشدمیگرهیهاینیروبردار.

( و به ابارتی در بازه هر المان)ی                        در هر بازه
یکی در شاخه )تنها دو تابع آزمایشی غیر صفر وجود دارد 

:توان نوشف، لذا می(صعودی و دیگری در شاخه نزولی

𝒙𝒋 ≤ 𝒙 ≤ 𝒙𝒋+𝟏
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𝑑2𝑦

𝑑2𝑥
+ 𝑓(𝑥) = 0 𝑥𝑗 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑗+1

𝑦(𝑥𝑗) = 𝑦𝑗 𝑦(𝑥𝑗+1) = 𝑦𝑗+1

൯𝑦 𝑒 (𝑥) = 𝑦𝑗𝑁1(𝑥) + 𝑦𝑗+1𝑁2(𝑥

𝑁1(𝑥) =
𝑥𝑗+1 − 𝑥

𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗
𝑥𝑗 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑗+1

𝑁2(𝑥) =
𝑥 − 𝑥𝑗

𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗
𝑥𝑗 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑗+1

فرمول بندی المان|روش اجزاء محدود گالرکین

:ندتوابع درونیاب در رابطه فوق چنین تعریف می شو

y

N1 N2

y(e)
yjN1

yj+1N2

x
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𝑵𝟏(𝒙 = 𝒙𝒋) = 𝟏 𝑵𝟏(𝒙 = 𝒙𝒋+𝟏) = 𝟎

𝑵𝟐(𝒙 = 𝒙𝒋) = 𝟎 𝑵𝟐(𝒙 = 𝒙𝒋+𝟏) = 𝟏

𝑹 𝒆 𝒙; 𝒚𝒋, 𝒚𝒋+𝟏 =
𝒅𝟐𝒚 𝒆

𝒅𝒙𝟐
+ 𝒇 𝒙

𝑹 𝒆 =
𝒅𝟐

𝒅𝒙𝟐
൯𝒚𝒋𝑵𝟏(𝒙) + 𝒚𝒋+𝟏𝑵𝟐(𝒙 + 𝒇(𝒙) ≠ 𝟎

N1 N2

y(e)

yjN1

yj+1N2

xj xj+1

1

yj yj+1

1
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شود کهگیری جزء به جزء برای اولین انتگرال، نتیجه میبا انجام انتگرال

𝑵𝒊(𝒙)
𝒅𝒚 𝒆

𝒅𝒙
|𝒙𝒋
𝒙𝒋+𝟏

− 

𝒙𝒋

𝒙𝒋+𝟏

𝒅𝑵𝒊

𝒅𝒙

𝒅𝒚 𝒆

𝒅𝒙
𝒅𝒙 + න

𝒙𝒋

𝒙𝒋+𝟏

𝑵𝒊(𝒙)𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟎 𝒊 = 𝟏, 𝟐

یا


𝒙𝒋

𝒙𝒋+𝟏

𝑵𝒊(𝒙)
𝒅𝟐𝒚 𝒆

𝒅𝒙𝟐
𝒅𝒙 + න

𝒙𝒋

𝒙𝒋+𝟏

)𝑵𝒊(𝒙)𝒇(𝒙 𝒅𝒙 = 𝟎 𝒊 = 𝟏, 𝟐

න

𝒙𝒋

𝒙𝒋+𝟏

𝑵𝒊(𝒙)𝑹
𝒆 (𝒙; 𝒚𝒋, 𝒚𝒋+𝟏)𝒅𝒙 = 𝟎 𝒊 = 𝟏, 𝟐

𝑹 𝒆 =
𝒅𝟐

𝒅𝒙𝟐
൯𝒚𝒋𝑵𝟏(𝒙) + 𝒚𝒋+𝟏𝑵𝟐(𝒙 + 𝒇(𝒙)

N1 N2

y(e)

yjN1

yj+1N2

xj xj+1

1

yj yj+1

1
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𝒙𝒋

𝒙𝒋+𝟏

𝒅𝑵𝟏

𝒅𝒙

𝒅𝒚 𝒆

𝒅𝒙
𝒅𝒙 = න

𝒙𝒋

𝒙𝒋+𝟏

)𝑵𝟏(𝒙)𝒇(𝒙 𝒅𝒙 +
𝒅𝒚 𝒆

𝒅𝒙
|𝒙𝒋



𝒙𝒋

𝒙𝒋+𝟏

𝒅𝑵𝟐

𝒅𝒙

𝒅𝒚 𝒆

𝒅𝒙
𝒅𝒙 = න

𝒙𝒋

𝒙𝒋+𝟏

)𝑵𝟐(𝒙)𝒇(𝒙 𝒅𝒙 −
𝒅𝒚 𝒆

𝒅𝒙
|𝒙𝒋+𝟏

for i=1:

for i=2:

.یابدبیشترین مرتبه مشتق ظاهر شده در روابط المان یکی کاهش می✓

.شودماتریس سختی متقارن ایجاد می✓

.  کندهای المان ایجاد میشرایط مرزی گرادیان را در گره✓

گیریمزایای انتگرال
جزء به جزء 

𝑵𝒊(𝒙)
𝒅𝒚 𝒆

𝒅𝒙
|𝒙𝒋
𝒙𝒋+𝟏

− 

𝒙𝒋

𝒙𝒋+𝟏

𝒅𝑵𝒊

𝒅𝒙

𝒅𝒚 𝒆

𝒅𝒙
𝒅𝒙 + න

𝒙𝒋

𝒙𝒋+𝟏

𝑵𝒊(𝒙)𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟎
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:و در فرم ماتریسی



𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝒅𝑵𝟏

𝒅𝒙
𝒚𝟏

𝒅𝑵𝟏

𝒅𝒙
+ 𝒚𝟐

𝒅𝑵𝟐

𝒅𝒙
𝒅𝒙 = න

𝒙𝟏

𝒙𝟐

)𝑵𝟏(𝒙)𝒇(𝒙 𝒅𝒙 +
𝒅𝒚 𝒆

𝒅𝒙
|𝒙𝟏



𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝒅𝑵𝟐

𝒅𝒙
𝒚𝟏

𝒅𝑵𝟏

𝒅𝒙
+ 𝒚𝟐

𝒅𝑵𝟐

𝒅𝒙
𝒅𝒙 = න

𝒙𝟏

𝒙𝟐

)𝑵𝟐(𝒙)𝒇(𝒙 𝒅𝒙 −
𝒅𝒚 𝒆

𝒅𝒙
|𝒙𝟐

𝒌𝟏𝟏 𝒌𝟏𝟐
𝒌𝟐𝟏 𝒌𝟐𝟐

𝒚𝟏
𝒚𝟐

=
𝑭𝟏
𝑭𝟐

൯𝑦 𝑒 (𝑥) = 𝑦1𝑁1(𝑥) + 𝑦2𝑁2(𝑥

برای سادگی نوشتار در درون هر المان
𝑦𝑗≡𝑦1,     𝑦𝑗+1≡𝑦2

𝑥𝑗≡𝑥1,     𝑥𝑗+1≡𝑥2

های ماتریس ضرایم که درایه
(:ماتریس سختی المان)

𝑘𝑖𝑗 = 

𝑥1

𝑥2

𝑑𝑁𝑖
𝑑𝑥

𝑑𝑁𝑗

𝑑𝑥
𝑑𝑥 𝑖, 𝑗 = 1,2
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گرهیکدرمجاورالماندواتصالبا
فسمدرزیرفرمبهابارتیمشترک؛

اهرظشدهمونتاژسیستممعادلهراسف
ردمگرنیسفصفرالزاماکهشودمی
هایگرهدروجوداینبا.دقیقحل

:ودشمیفرضصفرابارتاینمیانی،

−
𝒅𝒚 𝟑

𝒅𝒙
|𝒙𝟒 +

𝒅𝒚 𝟒

𝒅𝒙
|𝒙𝟒
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5مثال 

مان بندی یک البا استفاده از روش گالرکین بکار برده شده برای فرمول
.محدود خطی، معادله دیفرانسیل زیر با شرایط مرزی همگن را حل کنید

𝒚(𝟏) = 𝒚(𝟐) = 𝟎

𝒙
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝟒𝒙 = 𝟎 𝟏 ≤ 𝒙 ≤ 𝟐
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5مثال 

:دقیقحل

:مرزیشرایطاامالومستقیمگیریانتگرالدوبار

:اددیحل
:x2تاx1محدودهدردلخواهگرهیدوالمانهربرای

y1وy2باشندمیالمانهرهایگرهدرجوابمقادیر.

𝒅

𝒅𝒙
𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝟒𝒙 = 𝟎

𝒚(𝒙) = 𝒙𝟐 −
𝟑

𝐥𝐧𝟐
𝐥𝐧𝒙 − 𝟏

𝒙
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝟒𝒙 = 𝟎

𝒚(𝒙) = 𝑵𝟏(𝒙)𝒚𝟏 +𝑵𝟐(𝒙)𝒚𝟐 =
𝒙𝟐 − 𝒙

𝒙𝟐 − 𝒙𝟏
𝒚𝟏 +

𝒙 − 𝒙𝟏
𝒙𝟐 − 𝒙𝟏

𝒚𝟐
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بااسفبرابرالماناینبرایباقیماندهمعادله

:جزءبهجزءگیریانتگرالباریک

:کردنمرتمازپسوبالارابطهدرالمانیجوابفرمجایگذاریبا



𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝑵𝒊

𝒅

𝒅𝒙
𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝟒𝒙 𝒅𝒙 = 𝟎 𝒊 = 𝟏, 𝟐

𝑵𝒊𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙𝟏
𝒙𝟐 − 

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝒙
𝒅𝑵𝒊

𝒅𝒙

𝒅𝒚

𝒅𝒙
𝒅𝒙 − න

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝟒𝒙𝑵𝒊𝒅𝒙 = 𝟎 𝒊 = 𝟏, 𝟐

5𝒅مثال 

𝒅𝒙
𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝟒𝒙 = 𝟎



𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝒙
𝒅𝑵𝒊

𝒅𝒙

𝒅𝑵𝟏

𝒅𝒙
𝒚𝟏 +

𝒅𝑵𝟐

𝒅𝒙
𝒚𝟐 𝒅𝒙 = 𝑵𝒊𝒙

𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙𝟏
𝒙𝟐 − න

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝟒𝒙𝑵𝒊𝒅𝒙 𝒊 = 𝟏, 𝟐

𝒚(𝒙) = 𝑵𝟏(𝒙)𝒚𝟏 +𝑵𝟐(𝒙)𝒚𝟐
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5مثال 

:آیدمیدسفبهزیرصورتبهالمانسختیماتریسچپ،سمفاباراتازگیریانتگرالبا

دانشدهظاهرمعادلاتراسفطرفدرگرهیهاینیرووشیممرزیشرایطکهحالیدر



𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝒙
𝒅𝑵𝒊

𝒅𝒙

𝒅𝑵𝟏

𝒅𝒙
𝒚𝟏 +

𝒅𝑵𝟐

𝒅𝒙
𝒚𝟐 𝒅𝒙 = 𝑵𝒊𝒙

𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙𝟏
𝒙𝟐 − න

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝟒𝒙𝑵𝒊𝒅𝒙 𝒊 = 𝟏, 𝟐

𝟏

𝒙𝟐 − 𝒙𝟏
𝟐
න

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝒙 𝒚𝟏 − 𝒚𝟐 𝒅𝒙 = −𝒙𝟏
𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙𝟏 − 𝟒 න

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝒙
𝒙𝟐 − 𝒙

𝒙𝟐 − 𝒙𝟏
𝒅𝒙

𝟏

𝒙𝟐 − 𝒙𝟏
𝟐
න

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝒙 𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 𝒅𝒙 = 𝒙𝟐
𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙𝟐 − 𝟒 න

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝒙
𝒙 − 𝒙𝟏
𝒙𝟐 − 𝒙𝟏

𝒅𝒙

for i=1:

for i=2

𝒌 𝒆 = 𝒌
𝟏 −𝟏
−𝟏 𝟏

𝒌 =
𝒙𝟐
𝟐 − 𝒙𝟏

𝟐

𝟐 𝒙𝟐 − 𝒙𝟏
𝟐
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5مثال 

1المان

2المان

𝑥1 = 1 𝑥2 = 1.5 𝑘 = 2.5

𝐹1
1
= −4

1

1.5

𝑥
1.5 − 𝑥

1.5 − 1
𝑑𝑥 = −1.166666 −

𝑑𝑦

𝑑𝑥
|𝑥1

𝐹2
1
= −4න

1

1.5

𝑥
𝑥 − 1

1.5 − 1
𝑑𝑥 = −1.133333 + 1.5

𝑑𝑦

𝑑𝑥
|𝑥2

𝑥1 = 1.5 𝑥2 = 2 𝑘 = 3.5

𝐹1
2
= −4 

1.5

2

𝑥
2 − 𝑥

2 − 1.5
𝑑𝑥 = −1.166666 − 1.5

𝑑𝑦

𝑑𝑥
|𝑥2

𝐹2
2
= −4 

2

𝑥
𝑥 − 1.5

2 1 5
𝑑𝑥 = − 1.83333 + 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
|𝑥3

:المانیدوحلیک

x
𝒙𝟏 = 𝟏 𝒙𝟐 = 𝟏. 𝟓 𝒙𝟑 = 𝟐

1المان 2المان
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5مثال 

:هاالمانمعادلات

Y3و Y1 ،Y2به ترتیم ابارتندمقادیر گرهی سیستم در                         

2.5 −2.5
−2.5 2.5

𝑦1
1

𝑦2
1

=
−1.1667 −

𝑑𝑦

𝑑𝑥
|𝑥1

−1.3333 + 1.5
𝑑𝑦

𝑑𝑥
|𝑥2

3.5 −3.5
−3.5 3.5

𝑦1
2

𝑦2
2

=
−1.1667 − 1.5

𝑑𝑦

𝑑𝑥
|𝑥2

−1.8333 + 2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
|𝑥3

𝟐. 𝟓 −𝟐. 𝟓 𝟎
−𝟐. 𝟓 𝟔 −𝟑. 𝟓
𝟎 −𝟑. 𝟓 𝟑. 𝟓

𝒀𝟏
𝒀𝟐
𝒀𝟑

=

−𝟏. 𝟏𝟔𝟔𝟕 −
𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙𝟏

−𝟑

−𝟏. 𝟖𝟑𝟑𝟑 + 𝟐
𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙𝟑

𝒙 = 𝟏, 𝟏. 𝟓, 𝟐
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5مثال 

:با اامال شرایط مرزی کلی                       از حل دومین معادله
:دومواولمعادلاتدرYiمقادیردادنقراربا

:دقیقجوابمقادیر

𝒀𝟏 = 𝒀𝟑 = 𝟎

𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙𝟏 = −𝟐. 𝟒𝟏𝟔𝟕

𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙𝟑 = 𝟏. 𝟕𝟗𝟏𝟕

𝒚(𝒙 = 𝟏. 𝟓) = 𝒀𝟐 = −𝟎. 𝟓𝟎𝟒𝟗

𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙𝟏 = −𝟐. 𝟑𝟐𝟖𝟏

𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙𝟑 = 𝟏. 𝟖𝟑𝟔𝟎

𝟐. 𝟓 −𝟐. 𝟓 𝟎
−𝟐. 𝟓 𝟔 −𝟑. 𝟓
𝟎 −𝟑. 𝟓 𝟑. 𝟓

𝒀𝟏
𝒀𝟐
𝒀𝟑

=

−𝟏. 𝟏𝟔𝟔𝟕 −
𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙𝟏

−𝟑

−𝟏. 𝟖𝟑𝟑𝟑 + 𝟐
𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙𝟑

𝒀𝟐 = −𝟎. 𝟓
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5مثال 

𝟒. 𝟓 −𝟒. 𝟓 𝟎 𝟎 𝟎
−𝟒. 𝟓 𝟏𝟎 −𝟓. 𝟓 𝟎 𝟎
𝟎 −𝟓. 𝟓 𝟏𝟐 −𝟔. 𝟓 𝟎
𝟎 𝟎 −𝟔. 𝟓 𝟏𝟒 −𝟕. 𝟓
𝟎 𝟎 𝟎 −𝟕. 𝟓 𝟕. 𝟓

𝒀𝟏
𝒀𝟐
𝒀𝟑
𝒀𝟒
𝒀𝟓

=

−𝟎. 𝟓𝟒𝟏𝟕 −
𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙𝟏

−𝟏. 𝟐𝟓
−𝟏. 𝟓
−𝟏. 𝟕𝟓

−𝟎. 𝟗𝟓𝟖𝟑 + 𝟐
𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙𝟓

:المانیچهارحلیک

x𝒙𝟏 = 𝟏 𝒙𝟐 = 𝟏. 𝟐𝟓 𝒙𝟑 = 𝟏. 𝟓

1المان 2المان

𝒙𝟒 = 𝟏. 𝟕𝟓

3المان

𝒙𝟓 = 𝟐

4المان

𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙𝟏 = −𝟐. 𝟑𝟓𝟎

𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙𝟓 = 𝟏. 𝟖𝟑𝟏

𝒀𝟐 = −𝟎. 𝟒𝟎𝟐𝟔
𝒀𝟑 = −𝟎. 𝟓𝟎𝟒𝟕
𝒀𝟒 = −𝟎. 𝟑𝟔𝟎𝟑

𝒀𝟏 = 𝟎
𝒀𝟓 =0
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5مثال 
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میلهالمان

𝒅𝝈𝒙
𝒅𝒙

=
𝒅

𝒅𝒙
𝑬𝜺𝒙 = 𝑬

൯𝒅𝟐𝒖(𝒙

𝒅𝒙𝟐
= 𝟎

𝒖(𝒙) = 𝒖𝟏𝑵𝟏(𝒙) + 𝒖𝟐𝑵𝟐(𝒙) = 𝒖𝟏 𝟏 −
𝒙

𝑳
+ 𝒖𝟐

𝒙

𝑳

ම

𝑽

𝑵𝒊(𝒙) 𝑬
𝒅𝟐𝒖

𝒅𝒙𝟐
𝒅𝑽 = 

𝟎

𝑳

𝑵𝒊 𝑬
𝒅𝟐𝒖

𝒅𝒙𝟐
𝑨𝒅𝒙 = 𝟎 ; 𝒊 = 𝟏, 𝟐

ایهای سازهکاربرد روش گالرکین برای المان
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𝑨𝑬

𝟎

𝑳

𝒅𝑵𝟏

𝒅𝒙

𝒅

𝒅𝒙
(𝒖𝟏𝑵𝟏 + 𝒖𝟐𝑵𝟐)𝒅𝒙 = −𝑨𝑬

𝒅𝒖

𝒅𝒙
|𝒙=𝟎= −𝑨𝑬𝜺|𝒙=𝟎= −𝑨𝝈|𝒙=𝟎

𝑨𝑬

𝟎

𝑳

𝒅𝑵𝒊

𝒅𝒙

𝒅𝒖

𝒅𝒙
𝒅𝒙 = 𝑵𝒊𝑨𝑬

𝒅𝒖

𝒅𝒙
|𝟎
𝑳

𝑨𝑬

𝟎

𝑳

𝒅𝑵𝟐

𝒅𝒙

𝒅

𝒅𝒙
(𝒖𝟏𝑵𝟏 + 𝒖𝟐𝑵𝟐)𝒅𝒙 = 𝑨𝑬

𝒅𝒖

𝒅𝒙
|𝒙=𝑳 = 𝑨𝑬𝜺|𝒙=𝑳 = 𝑨𝝈|𝒙=𝑳

میلهالمان


𝟎

𝑳

𝑵𝒊 𝑬
𝒅𝟐𝒖

𝒅𝒙𝟐
𝑨𝒅𝒙 = 𝟎
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𝑨𝑬ඳ

𝟎

𝑳

𝒅𝑵𝟏

𝒅𝒙

𝒅𝑵𝟏

𝒅𝒙

𝒅𝑵𝟏

𝒅𝒙

𝒅𝑵𝟐

𝒅𝒙
𝒅𝑵𝟏

𝒅𝒙

𝒅𝑵𝟐

𝒅𝒙

𝒅𝑵𝟐

𝒅𝒙

𝒅𝑵𝟐

𝒅𝒙

𝒅𝒙
𝒖𝟏
𝒖𝟐

=
𝑭𝟏
𝑭𝟐

𝑨𝑬

𝑳
𝟏 −𝟏
−𝟏 𝟏

𝒖𝟏
𝒖𝟐

=
𝑭𝟏
𝑭𝟐

میلهالمان
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−𝑽 + 𝑽 +
𝒅𝑽

𝒅𝒙
𝒅𝒙 + 𝒒(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝟎

𝒅𝑽

𝒅𝒙
= −𝒒(𝒙)

مقطع دیفرانسیلی از تیر بارگذاری شده

تیرالمان
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𝑴+
𝒅𝑴

𝒅𝒙
𝒅𝒙 −𝑴+ 𝑽 +

𝒅𝑽

𝒅𝒙
𝒅𝒙 𝒅𝒙 + 𝒒(𝒙)𝒅𝒙

𝒅𝒙

𝟐
= 𝟎

𝒅𝑴

𝒅𝒙
= −𝑽

𝒅𝟐𝑴

𝒅𝒙𝟐
= 𝒒(𝒙)

𝑴 = 𝑬𝑰𝒛
𝒅𝟐𝒗

𝒅𝒙𝟐
𝒅𝟐

𝒅𝒙𝟐
𝑬𝑰𝒛

𝒅𝟐𝒗

𝒅𝒙𝟐
= 𝒒(𝒙)
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𝒗(𝒙) = 𝑵𝟏(𝒙)𝒗𝟏 +𝑵𝟐(𝒙)𝜽𝟏 +𝑵𝟑(𝒙)𝒗𝟐 +𝑵𝟒(𝒙)𝜽𝟐 =

𝒊=𝟏

𝟒

𝑵𝒊(𝒙)𝜹𝒊

تیرالمان

𝑹 𝒙 =
𝒅𝟐

𝒅𝒙𝟐
𝑬𝑰𝒛

𝒅𝟐𝒗

𝒅𝒙𝟐
− 𝒒(𝒙)



𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝑵𝒊(𝒙)
𝒅𝟐

𝒅𝒙𝟐
𝑬𝑰𝒛

𝒅𝟐𝒗

𝒅𝒙𝟐
− 𝒒(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝟎 𝒊 = 𝟏, 𝟒
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𝑵𝒊(𝒙)𝑬𝑰𝒛
𝒅𝟑𝒗

𝒅𝒙𝟑
|𝒙𝟏
𝒙𝟐 − 𝑬𝑰𝒛 

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝒅𝑵𝒊

𝒅𝒙

𝒅𝟑𝒗

𝒅𝒙𝟑
𝒅𝒙 − න

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝑵𝒊𝒒(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟎 𝒊 = 𝟏, 𝟒

𝑽 = −
𝒅𝑴

𝒅𝒙
= −

𝒅

𝒅𝒙
𝑬𝑰𝒛

𝒅𝟐𝒗

𝒅𝒙𝟐
= −𝑬𝑰𝒛

𝒅𝟑𝒗

𝒅𝒙𝟑



𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝑵𝒊(𝒙)
𝒅𝟐

𝒅𝒙𝟐
𝑬𝑰𝒛

𝒅𝟐𝒗

𝒅𝒙𝟐
− 𝒒(𝒙)  𝒅𝒙 = 𝟎

تیرالمان

گیری به روشبا انتگرال
:جزء به جزء

ه گیری دوباره ببا انتگرال
𝑬𝑰𝒛:روش جزء به جزء 

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝒅𝟐𝑵𝒊

𝒅𝒙𝟐
𝒅𝟐𝒗

𝒅𝒙𝟐
𝒅𝒙 = න

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝑵𝒊𝒒(𝒙)𝒅𝒙 − 𝑵𝒊𝑬𝑰𝒛
𝒅𝟑𝒗

𝒅𝒙𝟑
|𝒙𝟏
𝒙𝟐

+
𝒅𝑵𝒊

𝒅𝒙
𝑬𝑰𝒛

𝒅𝟐𝒗

𝒅𝒙𝟐
|𝒙𝟏
𝒙𝟐 𝒊 = 𝟏, 𝟒
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𝒌]{𝜹} = {𝑭

𝒌𝒊𝒋 = 𝑬𝑰𝒛 

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝒅𝟐𝑵𝒊

𝒅𝒙𝟐
𝒅𝟐𝑵𝒋

𝒅𝒙𝟐
𝒅𝒙 𝒊, 𝒋 = 𝟏, 𝟒

𝑭𝒊 = න

𝒙𝟏

𝒙𝟐

)𝑵𝒊𝒒(𝒙 𝒅𝒙 − 𝑵𝒊𝑬𝑰𝒛
𝒅𝟑𝒗

𝒅𝒙𝟑
|𝒙𝟏
𝒙𝟐 +

𝒅𝑵𝒊

𝒅𝒙
𝑬𝑰𝒛

𝒅𝟐𝒗

𝒅𝒙𝟐
|𝒙𝟏
𝒙𝟐 𝒊 = 𝟏, 𝟒

تیرالمان

:معادله فوق، به صورت ماتریسی

𝑬𝑰𝒛 

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝒅𝟐𝑵𝒊

𝒅𝒙𝟐
𝒅𝟐𝒗

𝒅𝒙𝟐
𝒅𝒙 = න

𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝑵𝒊𝒒(𝒙)𝒅𝒙 − 𝑵𝒊𝑬𝑰𝒛
𝒅𝟑𝒗

𝒅𝒙𝟑
|𝒙𝟏
𝒙𝟐

+
𝒅𝑵𝒊

𝒅𝒙
𝑬𝑰𝒛

𝒅𝟐𝒗

𝒅𝒙𝟐
|𝒙𝟏
𝒙𝟐 𝒊 = 𝟏,  𝟒
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𝑭𝒊 = න

𝒙𝟏

𝒙𝟐

)𝑵𝒊𝒒(𝒙 𝒅𝒙 + )𝑵𝒊𝑽(𝒙 |𝒙𝟏
𝒙𝟐 +

𝒅𝑵𝒊

𝒅𝒙
𝑴(𝒙)|𝒙𝟏

𝒙𝟐 𝒊 = 𝟏, 𝟒

𝑭 =

𝒒𝑳

𝟐
− 𝑽𝟏

𝒒𝑳𝟐

𝟏𝟐
−𝑴𝟏

𝒒𝑳

𝟐
+ 𝑽𝟐

−
𝒒𝑳𝟐

𝟏𝟐
+𝑴𝟐

تیرالمان

𝑭𝒊 = න

𝒙𝟏

𝒙𝟐

)𝑵𝒊𝒒(𝒙 𝒅𝒙 − 𝑵𝒊𝑬𝑰𝒛
𝒅𝟑𝒗

𝒅𝒙𝟑
|𝒙𝟏
𝒙𝟐 +

𝒅𝑵𝒊

𝒅𝒙
𝑬𝑰𝒛

𝒅𝟐𝒗

𝒅𝒙𝟐
|𝒙𝟏
𝒙𝟐 𝒊 = 𝟏, 𝟒

:برای بار گسترده یکنواخف
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نممکزیرلنگرونیروشرایطدوازیکیمشترک،گرهمحلدرمجاورتیرالماندوبرای
:دهدرخاست
برایوقفرابطهدرلنگروبرشمقادیرنشود،واردگرهبرخارجیلنگریانیروهیچاگر✓

حذفمونتاژمرحلهدرلذاوباشندمیمخالفجهتدارایوبرابرمجاورهایالمان
.گردندمی

هایالمانبرایمرزیبرشیهاینیرومجموعشود،واردگرهدرمتمرکزینیرویاگر✓
.باشدبرابرواردهنیرویبابایدگرهآندرمجاور

آنردبایدمرزیخمشیهایلنگرمجموعشود،واردمتمرکزیلنگراگرمشابه،طوربه✓
.باشدبرابرواردهلنگرباگره

تیرالمان
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سخن آخر

:گالرکینمحدوداجزاءروشخاصبه طورووزنیباقی مانده هایروش❖

ادلهمعبتوانکهمسائلیحلروندفرمول بندیبرایقدرتمندیریاضیابزار

.نوشفراآنمرزیشرایطوحاکمدیفرانسیل

اصل یایانوکاستیلاولقضیه یمشابهدقیقابندیفرمولارا ئه ی:گالرکینروش❖

حداقلپتانسیلانرژی


